
Niekol’ko prı́kladov na precvi čenie k predn áške
o neporuchových met ódach kvantovej te órie pol’a

1. Vychádzaj́uc z defińıciı́ “prednej” a “zadnej” mriězkovej deriv́acie

∇µf(x) ≡
1

a
[f(x+ aµ̂)− f(x)] ∇∗

µf(x) ≡
1

a
[f(x)− f(x− aµ̂)]

dokážte,že
[∇µ,∇ν ] =

[

∇∗
µ,∇

∗
ν

]

= [∇µ,∇
∗
ν ] = 0

a
∇µ [f(x)g(x)] = [∇µf(x)] g(x) + f(x) [∇µg(x)] + a [∇µf(x)] [∇µg(x)]

(cez indexµ sanešcituje!). Ďalej doḱažte, za predpokladu translačnej invariantnosti vo v̌setḱych
časopriestorov́ych smeroch,̌ze

∑

x

g(x)∆f(x) = −
∑

x

4
∑

µ=1

[∇µg(x)] [∇µf(x)] = −
∑

x

4
∑

µ=1

[

∇∗
µg(x)

] [

∇∗
µf(x)

]

,

kde∆ =
∑4

µ=1 ∇µ∇
∗
µ =

∑4
µ=1 ∇

∗
µ∇µ je diskretizovańy Laplaceov opeŕator.

2. Určte vlastńe hodnoty opeŕatora(−∆) z pŕıkladu 1 na koněcnej mriězke rozmeruLa (vo
všetḱych smeroch) s periodickými okrajov́ymi podmienkami a ich degeneráciu.

3. V spojitom časopriestore je transformačný vzt’ah pre neabelovský kalibrǎcný potencíal
nasledovńy:

Aµ(x) → g(x)Aµ(x)g
−1(x) + g(x)∂µg

−1(x), g(x) ∈ SU(N).

Naivne by sme ho na mriežku mohli preṕısat’ v tvare:

Aµ(x) → g(x)Aµ(x)g
−1(x) + g(x)∇µg

−1(x), g(x) ∈ SU(N).

Presveďcte sa,̌ze naivńy mriežkový prepis nereprodukuje spojitý transformǎcný zákon.
Konrétneǰsie: aplikujte zlǒzeńu transforḿaciu s funkcioug(x) = g1(x) · g2(x) v spojitom
priestore a na mriězke a porovnajte v́ysledky.
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4. V prı́pade kalibrǎcnej grupy SU(N ) oznǎcmeAµ(x) = Aa
µ(x) · T

a kalibrǎcný potencíal v
spojitomčasopriestore, pomocou ktorého linkov́u premenńuUµ(x) na mriězke definujeme ako

Uµ(x) = eiaAµ(x), A†
µ(x) = Aµ(x).

Pomocou tejto defińıcie odvod’te v́yraz pre stopu plakety

Pµν(x) ≡ Tr
[

Uµ(x)Uν(x+ aµ̂)U †
µ(x+ aν̂)U †

ν(x)
]

a→0
= N −

a4

2
Tr [Fµν(x)Fµν(x)] +O(a5),

pričom
Fµν(x) = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) + i[Aµ(x), Aν(x)]

je spojit́y výraz pre tenzor pol’a.
Návod: ZaṕıštePµν ako Tr(S · T ), kdeS = U †

ν(x)Uµ(x) a T = Uν(x + aµ̂)U †
µ(x + aν̂), a na

každú čast’ poǔzite Bakerov–Campbellov–Hausdorffov vzorec

eAeB = eA+B+ 1

2
[A,B]+ 1

12
[A,[A,B]]+ 1

12
[B,[B,A]]+....

Využite tiěz výrazy typu

Aν(x+ aµ̂) = Aν(x) + a∂µAν(x) +O(a2).

5. Dokážte,že pre2× 2 matice plat́ı vzt’ah

det(A) = 1
2

[

(Tr(A))2 − Tr(A2)
]

.

Nájdite analogicḱy vzt’ah pre3× 3 matice.

6. Na predńǎskach sme si uḱazali, že v limite silnej v̈azby (β → 0) je strunov́e nap̈atie v
SU(N ) kalibrǎcnej téorii s wilsonovsḱym účinkom dańe výrazom (ak zvoĺımea = 1):

σ = − ln

(

β

2N2

)

+O(β).

Odvod’te ved́uci člen v limite silnej v̈azby pre plaketov́u korelǎcnú funkciu

C(T ) =
〈

P12(~0, T )P12(~0, 0)
〉

,

kdePµν(x) bolo definovańe v pŕıkladeč. 3 ax = (~x, t). Z exponencíalneho poklesu korelačnej
funkcieC(T ) pre vel’ké (euklidovsḱe) časyT je mǒzné uřcit’ hmotnost’MG najnǐzšieho stavu
tzv. glueballu (viazańeho stavu dvoch glúonov) pomocou vzt’ahu

C(T ) ∼ exp(−MGT ) pre vel’kéT.

Ukážte,že v limite silnej v̈azby
MG

σ
≈ 4.
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7. Uvažujme mriězkovú kalibrǎcnú téoriu bez dynamicḱych kvarkov s kalibrǎcnou grupou
SU(3). Nech je v̈azbov́a koňstantaβ dostatǒcne vel’ḱa, taǩze jej vzt’ah k mriězkovej koňstantea
dobre opisuje najnižš́ı rád poruchovej téorie. O kol’ko muśıme zv̈ačšit’ β, aby sa mriězková
koňstantaa zmeňsila na polovicu?
Návod: Využite Gell-Mannovu–Lowovu rovnicu pre väzbov́u koňstantu v najnǐzšom ŕade.

8. Uvažujme fermíonov́u čast’účinku QCD s wilsonovsḱymi kvarkami:

SF [U, ψ̄, ψ] =
∑

x

ψ̄(x)(D̂ψ)(x) =
∑

x,y

ψ̄(x)Dxyψ(y),

kde kvarkov́a matica (Wilsonov–Diracov operátor) je

Dxy = δxy − κ
3
∑

µ=0

{

δy,x+µ̂(1− γµ)Uµ(x) + δy,x−µ̂(1+ γµ)U
†
µ(x)

}

.

Ukážte,žeγ5D̂†γ5 = D̂ a determinant̂D je réalny.
Návod: Využite vzt’ahyγµ = γ†µ a{γµ, γ5} = 0.

9. Nech nejaḱy Diracov opeŕator D̂ sṕlňa podmienkuγ5D̂†γ5 = D̂ a źarověn tzv. Ginspar-
gov–Wilsonov vzt’ah

{D̂, γ5} = aD̂γ5D̂.

Dokážte,že vlastńe hodnotyλ opeŕatoraD̂ ležia na krǔznici v komplexnej rovine:

λ = r(1 + eiφ), kde r =
1

a
.

10. (Vyberte si alternatı́vu a alebob alebo obe.)
a. Navrhnite “heat-bath” algoritmus pre U(1) kalibračnú téoriu s wilsonovsḱym účinkom.1

b. Naprogramujte (v l’ubovol’nom jazyku) a odlad’te programna simuĺaciu jednorozmerńeho
Isingovho modelu s interakciou medzi najbližš́ımi susedmi. V simuĺacíach uřcte vńutorńu ener-
giu syst́emu ako funkciu teploty a porovnajte ju s presným výsledkom.

1Ak si nebudete vediet’ dat’ rady, hl’adajte inšpiŕaciu v napr. v̌clánku D. Loison et al., Eur. Phys. J. B 41 (2004)
395 [arXiv:cond-mat/0409422] alebo na http://www.damienloison.com/fastalgorithms/.
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