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ELEKTROMAGNETICKY CASIMIROV JAV
LADISLAV SAMAJ ", Fyzikainy dstav SAV,

Dubravska cesta 9, SK-845 11 Bratislava

V roku 1948 holandsky fyzik H. B. G. Casimir navrhol $pecidlne experimentdlne
zariadenie, ktoré spoc¢ivalo v dvgjici rovnobeznych vodivych platni, pricom kazdd
z platni bola elektricky neutrdlna. Casimir vypocital, Ze zmena vdkuovej energie
elektromagnetického pola spbsobend pritomnostou platni sa prejavuje ako mak-
roskopickd pritaZlivd sila medzi platriami. Dalsie $tiidie zov$eobecnili, v rdmci
Standartnej rovnovdznej Statistickej a kvantovej mechaniky aplikovanej na mak-
roskopicku elektrodynamiku, odvodenie pritazlivej Casimirovej sily na nenulovi
teplotu T > 0, pripad vseobecnych platni vyrobenych z dielektrického materidlu
a rézne geometrie experimentdlnych zariadeni. Casom sa ukdzalo, Ze v dosiah-
nutych vysledkoch je nestilad a mnoZstvo kontroverzii. Nestilad vysledkov sa naj-
markantnejsie prejavuje v oblasti vysokych teplét. Cielom prezentovaného élanku
Jje poskytniit strucny prehlad vyvoja Casimirovho problému a jeho kontroverzii
v matematicky pristupnej forme, ako aj autorov prispevok pri objasnent vysokotep-

lotnych aspektov elektromagnetického Casimirovho javu.

Uvop

Priestor vesmiru je vyplneny elektromagnetickym
(EM) ziarenim. KedZe energia EM pola je urcena
Stvorcami intenzity elektrického pola a magnetic-
kej indukcie, po kanonickej transformacii je mozné
priradit ku kazdému médu pola harmonicky os-
cilator. Podla elementarnej kvantovej mechaniky
je energetické spektrum harmonického oscilatora
s frekvenciou w diskrétne,

En=hw<n+%>, n=0,1,2,...; (1)

i~ 1,055 X 1073*Js oznaéuje Planckovu konstantu.
Energia hw/2 zédkladného n = 0 stavu je nenulova
vdaka Heisenbergovmu principu neurdéitosti. Uro-
ven n = 1,2, ... excitovaného stavu harmonického
oscilatora (1) je v kvantovej teérii EM pola iden-
tifikovana s po¢tom foténov s danou frekvenciou @
a energiou hw na foton.

Uvazujme vesmir pri teplote absoltutnej nuly,
tj. T = OK. LubovoIny kvantovy systém sa reali-
zuje pri nulovej teplote v zakladnom (vakuovom)
stave s najnizSou energiou. V pripade EM pola sa
systém nezavislych harmonickych oscilatorov rea-
lizuje v stave s nulovym poétom fotonov pre kazdy
mod, s celkovou energiou danou suctom energii
zakladného stavu hw/2 vSetkych médov. Energia
zakladného stavu EM pola je referen¢nd, a teda
nemeratelna pre pozorovatela.

V roku 1948 holandsky fyzik H. B. G. Casimir
navrhol vo svojom sldvnom c¢lanku [1] Specidlne
experimentalne zariadenie, ktoré spocivalo v dvo-
jici rovnobeznych vodivych platni, pricom kazda
z platni bola elektricky neutralna. Casimir vypo-
éital, Ze zmena vakuovej energie EM pola spo6so-
bena pritomnostou platni sa prejavuje ako makro-

skopicka pritazliva sila medzi platnami.

Chcel by som upozornit ¢itatela na to, Ze pojem
Casimirov jav/sila sa pouziva v mnohych oblastiach
fyziky, ako je teéria elementarnych c¢astic, kozmolo-
gia, kritické javy atd. Vo vSeobecnosti je Casimirov
jav definovany ako zmena vakuovej energie systé-
mu sposobena vonkajsimi obmedzeniami. V tomto
élanku sa sustredujem vyluéne na naértnuty EM
Casimirov jav.

Existuje aj mechanicka analégia Casimirovho
javu. Predstavme si dve lode na vlniacom sa mori
vo vzdialenosti L. Keby sme vypocitali celkovi
energiu stojatych viln medzi lodami, zistili by sme,
Ze tato energia klesa pri zmensovani L, t.j. lode sa
navzajom pritahuju a po dostatoéne dlhom case
sa zrazia. V Casimirovom experimente tlohu lodi
hraju vodivé platne, zatial ¢o dlohu sprostredkova-
tela (vlniace sa more) hra EM Ziarenie.

Casimirov ¢lanok [1] inSpiroval stovky dalsich
§tudii renomovanych fyzikov ako E. M. LifSic,
J. Schwinger a dalsi. Tieto Studie zovSeobecni-
li, v ramci Standardnej rovnovaznej Statistickej
a kvantovej mechaniky aplikovanej na makrosko-
picku elektrodynamiku, odvodenie pritazlivej Ca-
simirovej sily na nenulovu teplotu 7' > 0, pripad
vSeobecnych platni vyrobenych z dielektrického
materidlu a rbézne geometrie experimentalnych
zariadeni. V §irsich suvislostiach sa ukazuje, zZe
uplné pochopenie Casimirovho javu je nevyhnut-
nym predpokladom pre spravny popis kvantovej
interakcie EM ziarenia a hmoty, ktoré sa v tepel-
nej rovnovéhe.

Casom sa v dosiahnutych vysledkoch zacali pre-
javovat kontroverzie. Nesulad vysledkov sa naj-
markantnejSie prejavuje v oblasti vysokych tep-
16t. Napriek takmer 60-tim rokom intenzivneho
vyskumu EM Casimirov jav stale nie je uzavretou
témou. V poslednom ¢ase bolo o nom napisanych
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viacero knih [2,3] a prehladovych ¢lankov [4,5].
Cielom tohto ¢lanku je poskytnut struény prehlad
vyvoja Casimirovho problému a jeho kontroverzii
v matematicky pristupnej forme, ako aj autorov
prispevok pri objasneni vysokoteplotnych aspektov
EM Casimirovho javu.

EM ZIARENIE MEDZI PLATNAMI

Uvazujme dve identické vodivé platne v realnom
trojrozmernom priestore bodov r = (x,y, z), zobra-
zené na obr. 1. Platne sd rovnobezné s rovinou yz,
ich vzajomna vzdialenost L v x-ovom smere je pod-
statne mensia ako rozmery platni L, a L, . V prazd-
nej oblasti medzi platiiami A sa nachadza EM zia-
renie, ktorého komponenta intenzity elektrického
pola E(r,t) splina Maxwellove rovnice (v Gausso-
vych jednotkach)

1 E(r,?)

VE@) -5 3

=0, V-Ew,H)=0; (2

¢ ~ 3x10%ms™ oznacuje rychlost svetla. Kedze
platne sua vyrobené z idedlneho vodiéa, okrajova
podmienka na povrchu platni zodpoveda nulovosti
tangencialnych (vzhladom k povrchu platni) kom-
ponent intenzity elektrického pola:
E,(r,t)=E,(r,t)=0; x=0,L. 3)

Vsimnime si, Ze tato matematicka definicia ideal-
neho vodica je zaloZena na makroskopickej elektro-
statike: elektrické pole vo vnutri vodica je povazo-
vané za nulové, bez akychkolvek fluktuacii. Vodic¢
nemda ziadnu mikroskopicku Struktdru a posobi
iba na zafixovanie okrajovej podmienky typu (3).
Takyto matematicky model idedlneho vodi¢a bu-
dem nazyvat ,inertnym®.

Casova zavislost rieSseni Maxwellovych rov-
nic (2) sa predpoklada v periodickom tvare

E(r,t) = Re[E(r,0)e ] . )
Priestorova zavislost rieseni je vyjadritelna pomo-

cou vlnového vektora k = (k,,k,,k,), suvisiaceho
s frekvenciou vlny w cez disperzny vztah

/

%)

/

1 Konfiguracia idealne vodivych platni navrhnutéd Casimirom
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we=clkl=c [k} + kZ+ EZ, (5)

a polarizaénych indexov A = 1,2 nasledovne

' e,(A) cos(k,x)
E(r,0) = E;, ;Ne'® %2 ¢ ¢ ()sin(k,x);  (6)
e,(A)sin(k,x)
E,, je komplexnd amplitida, N = 8/

s |Al = LL,L, je normaliza¢ny faktor a e(A)
(A =1,2) st dva polarizaéné jednotkové vektory or-
togonalne k vlnovému vektoru k, t.j. e(1) -k =0,
e(A) - e(d) = §,y. Okrajové podmienky (3) fixuju
x-komponenty vlnového vektora stojatych vin

n,=0,1,2,.... (7

V asymptotickej limite L,,L, — o vysledky neza-
visia od vyberu okrajovych podmienok v smeroch
osi y a z, a preto v tychto smeroch uvazujeme pre
jednoduchost periodické okrajové podmienky:

27n, 27n,
L~ L,

Y

(ky,k,) = ( ) , n,n,€Z. (8)

Z tvaru riesenia (6) je zrejmé, Ze pre n, = 0 (k, = 0)
je vektor elektrickej intenzity nutne orientovany
v jednom smere, a teda existuje len jeden mozny
polarizaény stav. Zodpovedajica magneticka in-
dukcia B (r,w) EM pola je uréena rovnicou

B(r,w)=—i§VAB(r,w), 9)

kde symbol A oznacuje vektorovy sucin.
Klasicka energia EM pola v oblasti A pre dany
moéd (k, A) je uréend vztahom

i/dr [|ReE(r,0)|? + |ReB(r, )2
81 J,

1 (Elt,/lEk,A +Ey By (10)

:871 2

Kvantovanie EM pola spoé¢iva v Standardnom na-
hradeni klasickych amplitud

Ek,/l — (zSﬂhwk)akj ,
El:ﬂ — (/87rha)k)all,1

bezrozmernymi anihilaénymi a kreaénymi ope-
ratormi foténov splnujicimi bozénové komutac-
né vztahy [ay ;, aj y] = 6116, . Takto kvantova
energia médu ma tvar energie harmonického os-
cilatora,

(11)

1 i
Qg Q3 T Ay 20k ; )

Hyy ) =haw, ( 2

= Fla)k (a]i,/]ak,j + %) . (12)
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Celkova kvantova energia EM pola v oblasti me-
dzi platnami A je vysledkom sumécie cez vSetky
mody,

1
H,= ;hwkabam +3 kz; ho,.  (13)

CASIMIROV JAV PRE T=0

Energia EM pola v oblasti A pri teplote T = 0 je
energiou zakladného stavu Hamiltonianu (13),

ES =3 Eywy), Eo(w)zéhw. (14)
kA

Hoci tato suma diverguje, existuje viacero sposo-
bov ako ju regularizovat. Prezentovana regulariza-
cia je motivovana fyzikalnou strankou problému.
Idealny vodi¢ ma staticku dielektricku konstantu
€ = oo. Redlny vodic je charakterizovany frekvenc-
ne zavislou dielektrickou funkciou €(w) takou, ze
€(w) — o pre w — 0 a €(w) ide k vakuovej hodnote
€,=1pre w > w, (t.j. vodivy materidl platni sa sta-
va dielektrickym a priehladnym pre ziarenie), kde
w, je charakteristicka frekvencia. Inymi slovami,
vysoké frekvencie EM pola neprispievaja k energii
zakladného stavu EY. Z tohto dovodu je mozné za-
viest v rovnici (14) regulariza¢nu funkciu y(w/w,)
taka, ze x(0)=1a x(w/w,) — 0 pre @ — ,

E= Z Eo(wk)x(zk
kA

c

) . (15)

Regularizaéna funkcia bude odstranena na kon-
ci vypoctu uvazovanim limity idedlneho vodica
W, — oo, pre ktord x (w,/w,) — 1 pre vsetky koneéné
hodnoty w,.

Pretoze uvazujeme platne velkych rozmerov
a plochy S =L, L, — o, sumacia cez vlnové vektory
q = (k,,k,) (8) mdze byt nahradena zodpovedajicim
integralom. Kedze vzdialenost platni L zostava ko-
necnd, komponenta %k, nadobuda diskrétne hodno-
ty (7). Pouzijic oznadenie n, = n, plati

2 (27r)2 Z / 19

k,A

kde ¢iarka v sumédcii cez n znamen4, Ze méd n =0,
pre ktory je mozna len jedna polarizacia, je vaho-
vany faktorom 1/2. Nasledne,

/dquo[w @lx (w(q)), an

E°=—
A7 o2

kde

e 1/2
w,(@)=c +q ) (18)

L2

Pre kazdé n, integracia v polarnych suradniciach
vlnového vektora q moze byt nahradena integra-
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ciou cez w,(q) = w s vysledkom

E°(L) = S— /dwwEo(w)x( ) (19)

kde w, = w,(0) = men/L. Zodpovedajuca sila na
jednotku plochy Tubovolnej z platni (tlak)
3 [EO(L)]

o) =- (20)

oL| S

je potom vyjadrena nasledovne

2 o
P =-21 3 g, g(n)=n3x(%), (21)

2L* ;
n=0

V limite L — «, w, x n/L je spojitou premennou

a sumacia cez n moze byt nahradena integraciou:

2 o0
fO(L—>oo)=—ﬁ—hc/ dng(n) . (22)
0

2L*

Aby sme zistili celkov silu pésobiacu na systém
platni, musime zohladnit aj opaéne orientovanu
silu, ktorou pésobi nekone¢né EM vakuum z von-
kajsej strany platniového kondenzatora. Tato sila je
presne opacna ako ta v rovnici (22), a teda vysled-

nésila f°(L) = f2L) — fO(L - ):
Pay=-The i’g(n)— “dng|, @9
2L* e o ’

Pre vypocet rozdielu medzi sumou a jej prirade-
nym integralom pouzijjeme Kulerovu—MacLauri-
novu formulu

> g~ [ dngm)
n=0 0

1

=——g(0)+ "(0)+0[g"®(0)]. (24)

6‘9

Kedze z definicie g(n) v rovnici (21) vyplyva
g'(0)=0, g"”(0) = 6x(0) = 6 a g""(0) = O(w, ")
pre p = 5, v limite idealneho vodic¢a @, — oo, dosta-
neme

Fory= -~ he (25)

Odpovedajica vakuova energia na jednotku plochy
Tubovolnej z platni, normalizovand na 0 pre L — oo,
moze byt ziskana pomocou vztahu (20) jednodu-
chou integraciou cez vzdialenost L,

2
lE‘°(L)=— * he

S 720 L (26)

Kedze vakuova energia klesa so zmenSovanim
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vzdialenosti medzi platinami L, Casimirova si-
la (25) je pritazliva.

Délezitou vlastnostou Casimirovej sily (25) je jej
univerzalnost, t.j. nezavislost od mikroskopického
zloZenia vodivych platni. Kvantové a relativistické
efekty sa prejavuju v zodpovedajucich univerzal-
nych konstantach i a c¢. Zavislost Casimirovej sily
od 71, ¢ a L moze byt zistena aj bez explicitného vy-
poctu jednoduchou rozmerovou analyzou.

CASIMIROV JAV PRE T> 0

Zovseobecnenie Casimirovho vypocétu sily medzi
dvojicou rovnobeznych neutrdlnych platni na ne-
nulovu teplotu bolo uskutoénené v originalnych
pracach [6,7].

Ak udrzujeme dvojicu vodivych platni na urdéitej
teplote 7' > 0, fotény medzi platnami su termalizo-
vané na rovnakej teplote vdaka interakcii s atéma-
mi tychto platni. Takto sa kazdy méd Hamitonianu
EM pola (13) sprava ako harmonicky oscilator pri
teplote T'. Parti¢na funkcia harmonického oscilato-
ra s frekvenciou w je

7 = Z e—,é’ha)(m+1/2) — e—(1/2),8hw/(1 _ e—/g’ﬁw) , (27)

m=0

kde S = 1/kgT) je inverzna teplota; Boltzman-
nova konstanta ky =~ 1,381 X 1072JK™. Odpo-
vedajica volna energia F7, definovand vztahom
—BFT =1n Z, mé tvar

Fl(w) = 2 ha) + F In (1 -e*"), (28)

Celkova volna energia EM pola medzi platniami je
suétom volnych energii vSetkych médov,

Fi= Z FT(wy) . (29)

k,A

V limite nekoneénej plochy Iubovolnej z vodivych
platni S — oo, méze byt sumacia cez k nahradena
pomocou vztahu (16) nasledovne:

F(L)

S <
=2 d’qFT” 30
Gor X [ EaF @], GO

kde frekvencie w,(q) su definované vztahom (18).
Odpovedajuca sila na jednotku plochy pochadzaji-
ca z oblasti A je

)
(L) = — -2
fri)=--r

F'(L)
S

) (31)

vysledna sila pdsobiaca na platiiovy kondenzator
je rovna fT(L) = fT(L) - fFT(L - ). Po jednodu-
chych dpravach ziskame tuto silu v tvare

@)= / dggqg, -1, (32)

ﬂ/a’

Cs. ¢as. fyz. 57 (2007), ¢

kde g, je definované nasledovne:

2
G-+, & - 2,;” (33)

Veliéiny &, st zndme ako Matsubarove frekvencie.
Formula (32) moze byt zjednodusena nasledovne:

N DR - VA P |
7L = —477,6’L3; / dyy' 5o, (39

kde

4rL _ 4rmkg

t= =
hch he

TL (35)

je bezrozmerny parameter, ktory vyjadruje pomer
medzi vzdialenostou platni a tepelnou vlnovou dlz-
kou fotonu.

Malé hodnoty parametra ¢ zodpovedajui nizkym
teplotam T alebo malym vzdialenostiam medzi
platnami L, kedy dominuju kvantové efekty. Po-
uzijuc Eulerovu—Maclaurinovu sumaénu formu-
lu (24), z rovnice (34) ziskame rozvoj v malom ¢
nasledovného tvaru:

72 he 1

240 L' 45 (he)’B*
+ L oy, t-0 (36)
BL? ' '

Vedici ¢len rozvoja odpoveda vysledku (25) pre va-
kuovd T = 0 Casimirovu silu; stoji za pov§imnutie,
ze pre T > 0 nie je nutné zaviest do formalizmu
regularizaéni funkciu x(w/®,) . Druhy ¢len « T*
je hlavnou korekciou k vakuovej Casimirovej sile,
dalsie korekcie su exponencidalne malé pre ¢t — 0 .

Velké hodnoty parametra ¢ odpovedaji vysokym
teplotam T alebo velkym vzdialenostiam medzi
platnami L, kedy klasicka limita kvantovej mecha-
niky poskytuje adekvatny popis systému. V limite
t — o ¢len s n = 0 dominuje v sumacii (34), ¢o im-
plikuje

£(3) 1

e
fr= ArBL? = BL?

O(e!), t—oo. (37)

¢ (p) oznacuje Riemannovu dzeta funkciu definova-
nu ako

Fip) =) # . (38)
m=1

EXPERIMENTY

Experimenty dokumentujice Casimirov jav sa
uskutoénuju pri izbovej teplote 7' = 300K. Pre
zvy¢ajni vzdialenost platni L ~ 10%m plati
47%/t = nhceB/L ~ 24. To znamen4, 7e sme Vv rezi-
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me malych hodnoét parametra ¢, pricom teplotna
korekcia v poslednom c¢lene rovnice (36) ma za-
nedbatelny argument e 24, Pomer medzi druhym
a prvym ¢lenom rozvoja (36) je pri izbovej teplote
priblizne 1,5 X 1073, t.j. Casimirova sila je prak-
ticky plne uréena svojou vakuovou hodnotou (25).
Z tohto hladiska su merania pri izbovej teplote
vlastne ekvivalentné meraniam pri teplote absoliit-
nej nuly.

Experimenty s planarnymi plathami sa relativ-
ne komplikované, pretoze je nutné precizne dodrzat
rovnobeznost platni. Najhodnovernejsie vysledky
boli pravdepodobne ziskané vnedavnej praci[8], kde
sa s velkou presnostou potvrdil L™ pokles Casimi-
rovej sily (25). Taktiez, ak definujeme Casimirovu
amplitidu K, = 72hc/240, jej vypoéitana hodnota
K; =13x10?"Nm™2 je v dobrej zhode s name-
ranou hodnotou Ky = (1,22 + 0,18) X 107’ Nm™2.
Z toho vyplyva, ze Casimirova formula (25) pre
silu pri nulovej teplote je experimentélne overena
s dostatoénou presnostou.

Prvé experimenty boli uskutoénené pre ina ge-
ometriu experimentalneho zariadenia, konkrétne
pre konfiguraciu platia a gula zobrazenu na obr. 2,
ktora umoznuje vyhnut sa problému preciznej rov-
nobeznosti platni. Vypocet vakuovej Casimirovej
sily pre konfiguraciu platna a gula bol navrhnuty
Derjaguinom [3]. Ak je polomer gule R podstat-
ne vacési ako vzdialenost L medzi povrchom gule
a platnou, R > L, pritazliva vakuova sila je rovna

mhe R

FOL,R) = — Ly
LR =550 I3

(39)

Tato formula bola s dobrou presnostou overena
v experimente s polomerom gule zafixovanom na
hodnote R = (98,0 + 0,25) #m [9]. Experimentalne
vysledky pre Casimirovu silu ako funkciu vzdia-
lenosti L st znazornené na obr. 3 ako prazdne
Stvorce. Prerusovana ciara odpoveda teoretické-
mu vysledku (39); je zrejmé, Ze sulad medzi ex-
perimentom a teériou sa zhorSuje pri zmensovani
vzdialenosti L. Ked autori zahrnuli do formuly pre
Casimirovu silu korekcie spésobené kone¢nou vo-
divostou materialov a nerovnostou povrchov (plna
¢iara), sulad medzi experimentom a teériou je vy-
borny v celom intervale vzdialenosti L.

DIELEKTRICKE PLATNE

LifSic vo svojej praci [10] rozsiril odvodenie Ca-
simirovej sily na pripad identickych platni vyro-
benych z Tubovolného dielektrického materidlu
s frekvenéne zavislou dielektrickou funkciou (per-
mitivitou) € (w). Jeho Startujicim bodom boli fluk-
tudcie nabojov, resp. dipélov vo vnitri platni ako aj
fluktuacie EM pola, a preto tento model dielektrik,
resp. vodic¢a nie je inertnym. LifSicova teéria, for-
mulovana v ramci stochastickych EM poli, je rela-
tivne komplikovand, a preto sa obmedzim iba na
nacrtnutie jej zékladnych myslienok.

Sirenie sa EM ziarenia s oscilujicimi
komponentami intenzity elektrického pola
E(r,t) = Re[E(r,0)e™] a magnetickej indukcie
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B(r,t) = Re[B(r,w)e ] v dielektrickom médiu
s nulovym celkovym nabojom (magnetické vlast-
nosti ignorujeme, H = B) je zvycajne popisané
makroskopickymi Maxwellovymi rovnicami:

V.Dr,w)=0, VAEm®w) =i2Bxw); (40)
C

V.B@r,w)=0, VAB@w=-2Dw). 4l)
c
Indukcia elektrického pola D je dana rovnicou
D(r,w)=E(@,w) + 47P (r,w) , (42)
kde polarizacia P odraza polarizacné efekty die-
lektrickej hmoty. V jednoduchej makroskopickej
elektrodynamickej tedrii, ktora ignoruje kvantové
fluktuaéné efekty vznikajice v procese interakcie
hmoty a EM ziarenia, plati linearny vztah

D(r,w) = e(@)E(r,o) . (43)

LifSic v snahe zahrnuat aj fluktuaéné efekty pred-
pokladal, Ze polarizacia pozostava z dvoch ¢asti

P(r,0)=P(r,0) + L K(r,w), (44)
47

kde P je deterministicka dast a K reprezentuje
néhodné pole s nulovou strednou hodnotou K = 0

L

2 Konfiguracia platia a gula

Casimirova sila (1072 N)

-100

-120 |

3 Experimentalne vysledky [9] pre Casimirovu silu konfigura-
cie platiia a gula ako funkcie vzdialenosti L
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v kazdom bode priestoru; ¢iaru nad polovou pre-
mennou treba chapat ako ustrednenie cez kvan-
tovy termodynamicky subor. Vztah (43) stale plati
pre ustrednené polia

D(r,0) = e(w)E(r,w) (45)

s rovnakou hodnotou €(w), a teda pre fluktuujice
pole je vztah (43) nahradeny nasledovnym:

D(r,w)=e(E([,w) + K(r,w) . (46)

Makroskopické Maxwellove rovnice (40), (41) po-
tom platia len pre ustrednené polia E a B. Ked
zoberieme do uvahy ndhodnu polarizdciu v (46),
zodpovedajice nahodné EM pole splna rovnice

VAEr®w =i2 B0, (47)
C
VAB@,0) =—-i% D, w0)
C

= —i% c(@)E(r,w) - i% K(r,w). (48)

Zavedenie nahodného pola K pre polarizaciu je
velmi podobné zavedeniu ,nahodne;j sily“ v Lange-
vinovej teorii Brownovho pohybu, kde systematic-
ké efekty prostredia (deterministicka sila a odpor)
su oddelené od stochastickej sily s nulovou stred-
nou hodnotou, majicou pévod v mikroskopickych
zrazkach. Podobne ako v teérii Brownovho pohybu
je potrebné definovat autokorelaénd funkciu na-
hodného K-pola s komponentami K, (¢ = x,y,2).
Zo samotnej povahy zavedenia nahodného pola
v makroskopickej fluktuaénej tedrii, v ktorej su
atomové vzdialenosti povazované za zanedbatelne
malé, ma tato autokoreldcia charakter S-funkcie
a fluktuacéno-disipaény teorém implikuje zodpove-
dajuci prefaktor:

K, (r,o)K, (r' o)

= 21 coth ('8:—0)) Spb(@+w)é(r-r'). (49)

LifSic vyriesil kvantovy problém stochastickych
Maxwellovych rovnic (47), (48) s autokorela¢nou
funkciou ndhodného pola (49) pre systém rovno-
beznych dielektrickych platni vo vzdialenosti L.
Pre Casimirovu pritazliva silu medzi platinami do-
stal vysledok

n=0 0 (84
e?Lan -
+l—5—-1 , (50)
rL,n

kder,,ar, ,(n=0,1,...) st reflekéné koeficien-
ty transverzalneho elektrického a magnetického
moédu definované nasledovne:

Cs. ¢as. fyz. 57(2007), &.5

2

; (B1)

€(€,)q, +knr 1 [qn +E,
G(lén)qn—kn 'l n qn_kn

Matsubarove frekvencie &, a funkcie g, su uvede-
né v rovnici (33), veli¢iny &, sd dané vztahom

1
2 2
Tin 1,

2_ 2 : 5_721
ky=q" +€(&,) %5 (52)

PROTIRECENIA

Podobne ako v pripade idedlne vodivych platni, je
mozné uskutocnit analyzu Casimirovej sily (50)
v oblasti malych a velkych hodnot parametra ¢ (35).
Predpokladajme pre jednoduchost, ze dielektricka
permitivita materialu platni je frekvenéne neza-
visla, e(w) = €.

Pripad malych hodnét parametra ¢ — 0 (nizke
teploty T, resp. malé vzdialenosti medzi platna-
mi L) je nekontroverzny. Pre pripad idedlne vo-
divych platni s € — oo ziskame $tandardny rozvoj
Casimirovej sily (36).

V limite velkych hodnot parametra ¢ — o (vyso-
ké teploty T, resp. velké vzdialenosti medzi plat-
nami L), v sumacii (50) opéat dominuje ¢lensn =0.
Matsubarova frekvencia nulového n = 0 médu je
rovna nule, z ¢oho vyplyva ¢, = k, = ¢ ; zodpoveda-
juce reflekéné koeficienty (51) st urcené vztahmi

e—1
e+1’

rH,0= rl,0=0. (53)

Skutoc¢nost, Ze reflekény koeficient r, , = 0 nuluje
prispevok druhého ¢lena na pravej strane rovni-
ce (50), prvy ¢len je nenulovy a dava

o S ¢’
Fd)= 167/L? /0 d ((e+1)/(e-1)%e?—-1"

(54)

V limite idedlne vodivych platni (¢ — o) dostane-
me

£(3)
87RL3’

fIL) ~ - (55)

Ked porovname tento vysledok s vysledkom (37)
predchadzajicej analyzy zaloZenej na inertnom
popise idealneho vodica, vidime ich disproporciu
vo faktore 1/2.

Vrcholom mnohych snah pochopit nestulad me-
dzi vysokoteplotnymi formulami (37) a (55) pre Ca-
simirovu silu bola praca [11] J. Schwingera a jeho
spolupracovnikov. Klic¢om k vyrieSeniu problému
je podla tychto autorov porovnanie vyrazu pre Ca-
simirovu silu (32), platnom v limite € — «~, a vyra-
zu (50), platnom pre Tubovolnd hodnotu €. Vyrazy
sa evidentne zhoduju ak reflekéné koeficienty r ,
ar, , si rovné jednotke. Z definicie reflekénych
koeficientov (51) je zrejmé, ze v limite € (w) — oo su
naozaj vsetky reflekéné koeficienty médov s n > 1
rovné jednotke. Ako vyplyva z rovnice (53), taktiez
70 = 1. Jedinym spornym je reflexny koeficient
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nulového médu r, ;. Pre kone¢nu hodnotu € ten-
to koeficient naozaj ide k nule pre n = 0, ako je to
uvedené v rovnici (563). Ak €(w) — o, koeficient r,
nie je jednoznacne definovany, pretoze jeho hodno-
ta zavisi od poradia limit e(w) - © an — 0. S cie-
Tom reprodukovat vysledok (32), Schwinger a jeho
spolupracovnici postulovali nasledovné poradie
limit: poloz najprv €(w) — o« a az potom uvazuj
n = 0. Tento predpis implikuje r, , = 1 pre idedlne
vodivé platne, a teda plati vysledok (32) s rozvojmi
Casimirovej sily (36) v limite ¢ — 0 a (37) v limite
t — . Vysokoteplotny vysledok pre inertné vodivé
platne (37) nazveme pre jednoduchost Schwinge-
rovou formulou. Je potrebné si v§imnut, Ze popisa-
na procedura vnasa nespojitost do vysokoteplotné-
ho vyrazu pre Casimirovu silu: ak je dielektricka
permitivita platni € kone¢na, plati vysledok (54),
ak € = oo, plati vysledok (37), ktory je dvojndsobne
vacsi ako analytické predlzenie formuly (54) v li-
mite € — oo. Napriek tejto ,,podozrivej“ skutoénosti
sa fyzici uspokojili so Schwingerovym vysvetlenim
vysokoteplotného paradoxu na dalsich 20 rokov.

Experimenty sa uskutoéniuja na redlnych vodi-
¢och zlozenych z kvantovych ¢astic, s koneénou sta-
tickou vodivostou ¢ a plazmovou frekvenciou w,,
definovanou vztahom w? = 47e*n/m, kde e je jed-
notkovy naboj a n je hustota volnych elektrénov
hmotnosti m. Pre takéto redlne vodice existuje
Drudeho formula popisujica frekvenéne zavislu
permitivitu €(w):

e~ sew—o0, (56)

2
el@w~1-—"= pre @ > @3 /(470) . (57)
Uvazovanie frekvenéne zavislej permitivity

€ (w) umoznuje vyhnut sa umelému predpisu pre
poradie limit: je to samotna dynamika casticové-
ho systému, ktora si ,vyberie“ spravne zohladne-
nie prispevku nulového médu. V pracach [12,13]
bola pouzita Drudeho formula (56) pri vypocte re-
flekénych koeficientov (51) nulového médu n = 0.
Vysledkom boli reflekéné koeficienty r o, = 1
ar, o= 0, nezavisle od hodnoty vodivosti ¢. D6-
sledkom je skutoénost, Ze LifSicov vysledok (55) sa
javi ako ten spravny pre vysokoteplotni asympto-
tiku Casimirovej sily.

V praci [14] bolo argumentované, ze uvazova-
nie Drudeho formuly (56) v oblasti nizkych teplot
vedie k naruseniu Nernstovho teorému (nulovost
entropie pri T' = 0). Intenzivna polemika o Casimi-
rovom jave pretrvava dodnes.

VYSOKOTEPLOTNA OBLAST

V tejto Casti sa zameriam na vysokoteplotné as-
pekty Casimirovho javu. Ako je zrejmé z predoslé-
ho, existuje zjavna diskrepancia o faktor 1/2 medzi
vysokoteplotnou Schwingerovou formulou (37),
platnou pre platne zhotovené z inertného idealne-
ho vodica, a LifSicovou formulou (55), platnou pre
fluktuujice vodivé platne. Mojim cielom je vysvet-
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lit tuto diskrepanciu na zaklade presnej analyzy

mikroskopickych Casticovych systémov, ktoré mo-

deluju vodivé platne v Casimirovom experimente

v EM poli [15].

Vo vysokoteplotnej limite dochadza k dvom pod-
statnym zjednoduseniam modelového systému:
—V sulade s principom koreSpondencie, v mik-

roskopickom modeli hmoty interagujicej s EM

ziarenim mozu byt obe ¢asti, hmota aj Ziarenie,

uvazované ako klasické vo vysokoteplotnej limi-

te. Absencia kvantovych efektov sa prejavuje ne-

zavislostou veducich ¢lenov rozvojov (37) a (55)

od Planckovej konstanty 7.

— Aplikacia Bohrovho-van Leeuwenovho teoré-
mu [16,17] vedie k oddeleniu medzi klasickou
hmotou a klasickym Zziarenim, ako aj k efek-
tivnej elimindcii magnetickych sil v hmote.
Detailna analyza tejto témy bola publikovana
v ¢lanku [18]; v dalSom si pripomenieme za-
kladny argument, ktory je velmi jednoduchy.
Uvazujme EM Ziarenie v coulombovskej kalib-
racii s V- A = 0, kde vektorovy potencial A ob-
sahuje sucéet vektorovych potencidlov EM Ziare-
nia a magnetickej Casti ¢asticovych interakecii.
Coulombovska interakcia medzi céasticami je
zahrnuta v skalarnom potenciali U. V integrali
klasickej Gibbsovej vahy cez fazovy priestor

{ — A 2
/dr/dpexp -8 P (e;i:z x)) exp[-BU (r)]

(58)
mozno uskutoénit najprv integraciu cez momen-
ty pre zafixované suradnice r. Substiticia pre-
mennych p na p — eA(r) vedie k integralu cez r,
ktory je nezavisly od vektorového potencialu A,
resp. magnetickych stupnov volnosti. Absencia
relativistickych efektov sa prejavuje nezavislos-
tou veducich ¢lenov rozvojov (37) a (55) od rych-
losti svetla c.

Takto mikroskopicka hmota zloZzena z nabitych
¢astic moze byt v limite ¢ — o povazovana za kla-
sickd hmotu, neovplyviiovani EM Ziarenim, pri-
¢om naboje interaguju iba cez okamzity coulom-
bovsky potencial.

V tejto suvislosti by som chcel poukazat na za-
vazny nedostatok modelu inertnych vodivych plat-
ni. V tomto modeli vznika Casimirova sila vyluéne
vyberom médov medzi platnami vdaka okrajovym
podmienkam (3) na povrchoch platni. Ale kedZze vo
vysokoteplotnej oblasti st vodiva ¢asticova hmota
a EM ziarenie navzijom oddelené a neinteraguju
(hmota je pre zZiarenie ,priesvitna“), jedinym zdro-
jom Casimirovej sily v tejto oblasti mézu byt iba
fluktuacie naboja vo vnutri vodi¢ov. Z uvedeného
je zrejmé zlyhanie makroskopického inertného mo-
delu vodivych platni, a teda neplatnost Schwinge-
rovej formuly (37). Zostava nam uz iba ukazat, ze
fluktuacie naboja v mikroskopickych coulombov-
skych modeloch platni naozaj vedu k LifSicovej vy-
sokoteplotnej formule (55).

Vysokoteplotna oblast coulombovskych flui-
dov je presne popisatelna teériou Debyea a Hiic-
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kela (DH). Rigorézne podmienky, za ktorych DH
aproximacia dava presnu korekciu k idedlnemu
plynu, boli v minulosti témou mnohych $tudii; ich
historicky prehlad je uvedeny napr. v praci [19].
Casimirov problém mikroskopickych coulombov-
skych fluidov bol vyrieSeny pomocou nehomogén-
nej verzie DH tedrie v dvoch pracach: ¢lanok [20]
sa tiez zaobera komplexnejSimi fyzikalnymi situa-
ciami; ¢lanok [21] ide za DH teériu. Oznaciac ako
x = /4mBe2n inverznu korelaénd Debyeovu dlzku
éasticového systému, asymptoticky rozvoj Casimi-
rovej sily v limite x L — o bol ziskany v nasledov-
nom tvare [20]

(@ [, 6 1
8rpBL? {1 JfL+0<(JcL)2)}' 69

Vedduci univerzalny ¢len tohto rozvoja je identicky
s LifSicovym vysledkom (55), ako sme ocakavali.
Korekény ¢len je neuniverzalny a zavisi od zloZzenia
coulombovského fluidu cez Debyeov parameter x.

Vysvetlenie zlyhania makroskopického inertné-
ho opisu mikroskopickych coulombovskych mode-
lov je mozné vysvetlit na zaklade tzv. sumacnych
fluktuaénych pravidiel. V mikroskopickom modeli
hustota ndboja a zodpovedajuci elektricky poten-
cial/pole fluktuuju, dokonca aj pre extrémne vel-
ké hodnoty fyzikalnych parametrov ako je hustota
éastic, ¢o zodpoveda pripadu idedlneho vodic¢a. Aby
som bol presnejsi, uvazujme nabojovu korelaénu
funkciu

Sr,r')={(p@®)ok")) — (o) {6(x"))
=(p@oE )", (60)

frw) =-

kde mikroskopicka nabojova hustota ¢ je defino-
vana ako sumadcia cez ¢astice O(r) = X, q,6(r — 1))
a symbol (---) oznacduje ustrednenie cez rovno-
vazny subor. V pripade nekonecného priestoru,
skutocnost, Ze Fourierova transformaéacia cou-
lombovskej interakcie v(r) = 1/r ma singularny
tvar 0(k) = 47/k?, implikuje nasledovné sprava-
nie sa Fourierovej transformacie (60) vzhladom
k|r—r'|[22]:

&y L 22 4
S(k)—4ﬂ_8k + O (k%) . (61)

Takto druhy moment S(r) nezdvisi od hustoty
¢astic n = (X; 6(r — r;)) a preziva aj v oblasti vyso-
kych hustot. Okamzitym désledkom rovnice (61)
je asymptoticka fluktuaéna formula pre daleko-
dosahovu korelaénu funkciu indukovanych poten-
cidlov [23]

1

| v limite [r — r'| - o, (62)
r-r

Bl px)T~ 7
kde ¢(x) = [dr'v(Jr — r'|)H(x’) je mikroskopicky
elektrostaticky potencial vytvoreny v bode r systé-
mom nabitych ¢astic a vzdialenost |r — r’| je velka
v porovnani s mikroskopickou $kalou (korela¢nou
dlzkou kratkodosahovych casticovych koreldcii).
KedZe mikroskopické elektrické pole E je dané
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ako E‘,l =-9, d(r) (1 =x, y,2), asymptoticky tvar ko-
relacnej funkcie elektrickych poli vyplyva priamo
z formuly (62):

B(E, @) E, ()" ~ %

e, e,

—BWIr—r’IZ]. (63)

Je samozrejmé, ze plati <E(r)) =0, kedZe ustredne-
ny elektricky potencial je konstantny vo vnutri vo-
di¢a. Na druhej strane, asymptoticka formula (63)
nam hovori, Zze v kazdom bode priestoru existuju
nenulové tepelné fluktuacie elektrického pola oko-
lo nulovej hodnoty pre TubovoIni hustotu éastic n.
Zovseobecnenie fluktuaénych formul pre ne-
kone¢ny coulombovsky systém na nehomogén-
ne situdcie v centre nasho zaujmu, ako su vodice
s hranicou v kontakte s vakuom, bolo uskutoéne-
né v praci [24]. Pokial st oba body r a r’ vo vnutri
vodica, asymptotické formuly (62) a (63) zostavaju
v platnosti. Ked jeden z bodov lezi na hranici vo-
di¢a, tangencidlna komponenta elektrického pola
v tomto bode stdle fluktuuje podla formuly (63).
Tento fluktuaény jav méa za nasledok neadekvat-
nost ,inertného“ matematického opisu mikrosko-
pickych modelov, pretoZze v tomto opise su tangen-
cialne komponenty elektrického pola na hranici (3)
striktne zafixované na nulu, a teda nefluktuuja.

ZAVER

V tomto prehladovom ¢lanku som nacértol problé-
my spojené s teoretickym vypoctom Casimirovej
sily medzi dvoma neutralnymi idedlne vodivymi
platnami v EM poli.

Matematicky model inertnych vodivych platni,
pouzity Casimirom pri vypocte sily pri teplote ab-
solutnej nuly, je zaloZeny na nulovych okrajovych
podmienkach pre tangencidlne komponenty elek-
trického pola (3) na povrchu vodicov. Zda sa, Ze
ziskané teoretické vysledky pre Casimirovu silu
su v sulade s experimentalnymi datami pre nulo-
vu teplotu a mozno aj pre dostato¢ne nizke teploty.
Preco kvantové fluktuécie zakladného stavu v re-
alnych vodivych platniach nehraju Ziadnu dlohu,
je otvorenou otazkou.

Problémom je oblast vysokych teplot, konkrét-
ne rozdiel medzi asymptotickym vysledkom pre
silu (37), ziskanym trividlnym zovSeobecnenim
Casimirovho inertného popisu vodivych platni,
a vysledkom (55) LifSicovho fluktua¢ného popi-
su interakcie EM Ziarenia a vodivého materialu
platni. Na zaklade rigoréznej analyzy vysokotep-
lotnej oblasti ukazujem, Ze v tejto oblasti realnej
mikroskopickej hmote zloZenej z kvantovych ¢astic
odpoveda LifSicov popis. Jedinym zdrojom pre Ca-
simirovu silu vo vysokoteplotnej oblasti su fluktu-
acie naboja vo vodivych platniach. Inymi slovami,
pritomnost EM ziarenia je irelevantna. Tato sku-
to¢nost je aj v sucasnosti pre vacsinu fyzikov pra-
cujicich v danej oblasti neznamou a zrejme potrva
dlhsi éas kym prejde do vedomia komunity.

7 experimentalneho hladiska je vysokoteplotna
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oblast (radovo tisice K) komplikovanejsia, pretoze
kovy sa v nej menia na tekuté elektrolyty. Napriek
tomu by bolo zvysSené experimentélne tusilie odme-
nené jednoznaénym potvrdenim, resp. vyvratenim
existujucich teodrii, pretoze tedrie sa navzajom mar-
kantne liSia prave v oblasti vysokych teplot.

Na zaver by som chcel zdoraznit skutoc¢nost, ze
Casimirovjav nie je akademickym problémom. Jeho
dokladné pochopenie vo vSetkych teplotnych rezi-
moch je nevyhnutnym predpokladom pre vSeobec-
ny popis kvantovej interakcie EM Ziarenia a hmoty,
ktoré su vo vzajomnej tepelnej rovnovahe.
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